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Unidad 1. Intervalos. Ecuaciones, inecuaciones. VValor absoluto.
Intervalos

Un intervalo es un subconjunto. Por ejemplo, si tenemos un conjunto “{a, b, c, d}. Seran
subconjuntos: {b; c} 6 {a; d} 6 {b, d}, etc.

A nosotros nos va a interesar aplicar esto al &mbito de la matematica y de los distintos
conjuntos de numeros. Tales como los Reales (RR), los Enteros (Z), los Racionales (Q), etc.

Ejemplo 1

Representar en la recta el intervalo comprendido entre [2; 10] dentro de los nimeros
naturales.
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En éste caso, solo los nimeros naturales seran pare de nuestro intervalo, es decir, que el
intervalo, llamémoslo A, es A = {2, 3,4,5,6,7,8,9,10}. Los infinitos nUmeros que se
encuentran comprendidos entre cada uno de los nimeros no nos interesan ya que solo
trabajamos con los Naturales.

Ademas, podemos ver que tenemos dos corchetes ([]), lo cual indica que los nimeros al final
de nuestro intervalo estan incluidos. Entonces, los extremos pertenecen al conjunto. Este tipo
de intervalos se llaman Intervalos cerrados.

[a; b] = {x €9 a <x <b}
Ejemplo 2

Representar en la recta el intervalo comprendido entre (2; 10]

( ]
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Pero... ;qué quiere decir esto?

En este caso, tenemos un subconjunto comprendido entre el nimero 2 y el nimero 10. En
este caso habria que hacer foco en dos cosas. En primer lugar, podemos ver que en una parte
tenemos un paréntesis y en otra un corchete.



Alejandria — Academia Digital
Curso: Matemdtica 51 FCE UBA
Profesores: Giselle Kardjian — Mariano Navarro

El paréntesis quiere decir que el niUmero 2 no est4 incluido en nuestro intervalo, pero el
corchete si incluye al nimero 10 en nuestro intervalo. Este tipo de intervalos se denominan
Intervalos semiabiertos.

(a; b] = {x eI a < x <b}
[a; b) = {x e¥:a<x < b}

Ademas se puede observar que se han marcado todos los puntos comprendidos entre estos
dos nameros, por lo que podemos decir que estamos trabajando con los nimeros Reales (R).

Ejemplo 3

Representar en la recta el intervalo (2;10) perteneciente al conjunto Z (nimeros enteros).

1)
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En éste ultimo ejemplo podemos ver que es bastante similar al primero. Sin embargo, hay dos
diferencias. En primer lugar, se puede apreciar que en nuestra recta aparece marcado el -2
(menos dos). Esto es porque ya no trabajamos solamente con los Naturales sino con los
Enteros y estos comprenden a los nUmeros negativos.

Por otra parte, estamos utilizando paréntesis, esto indica que los nimeros 2 y 10 no estan
incluidos en nuestro intervalo. Este tipo de intervalos se denominan Intervalos abiertos.

(a; b) = {x €9 a < x < b}

Més ejemplos

1. El intervalo abierto (-3; 2) = {x eR: -3 <x < 2} lo representamos

i =
L : 7 ) ->

-3 2

2. El intervalo cerrado [-3; 2] = {x €R: -3 <x <2} lo representamos

| 2R s |
I I

-3 2

e
>



Alejandria — Academia Digital
Curso: Matemdtica 51 FCE UBA
Profesores: Giselle Kardjian — Mariano Navarro

3. El intervalo semiabierto (o semicerrado) [-3; 2) = {x eR: -3 <x < 2} lo representamos
|

Z 'y -
I ! =
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4. El intervalo (-3, + ©) = {x eR: x >-3} lo representamos
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5. El intervalo (-o0; 2] = {x €R: x <2} lo representamos

; } >
2

Operaciones con intervalos

Puede pasar que nos pidan realizar algunas operaciones entre estos intervalos. Estas son
Unidn, Interseccién y Diferencia.

Uniébnde Ay B

Se denomina Union de Ay B al conjunto formado por los elementos comunes y no
comunes de Ay de B.

Es decir que si tenemos el conjunto A = {2; 3;4; 5; 8; 12} y el conjunto B = {3;4; 5}. La
Union de Ay B resultaraen C = {2;3; 4; 5; 8; 12}

Lo denotamos A UB (se lee A union B). En simbolos: A UB = {x/xeA v xeB} (El simbolo
vsignifica “0”).

Interseccion de Ay B

Se denomina Interseccion de Ay B al conjunto formado por los elementos comunes de A
y de B.

Siguiendo el ejemplo anterior, la interseccion de Ay B seria C = {3; 4; 5}

Lo denotamos A nB (se lee A interseccion B). En simbolos: A nB = {x/xeA ~xeB} (El
simbolo Asignifica “y”)
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Diferencia entre Ay B al conjunto formado por los elementos que pertenecen a A pero que
no pertenecen a B.

De nuevo, tomando en cuenta A y B definidos anteriormente, la diferencia entre estos
resultariaen C = {2;8; 12}

Lo denotamos A - B (se lee A menos B). En simbolos: A - B = {x/xeA Arx¢B}



Alejandria — Academia Digital
Curso: Matemdtica 51 FCE UBA
Profesores: Giselle Kardjian — Mariano Navarro

Veamos ahora algunos ejemplos

Ejemplo 1

Dados los intervalos A = [3, 6] y B = (-1; 5), hallar AuBy A nB
Representemos ambos conjuntos sobre la recta real.

En rojo el intervalo [3, 6] = {xeR/ 3 <x <6}.

En azul el intervalo (-1; 5) = {xeR/ -1 < x <5}.
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Del gréafico podemos observar que los elementos que estan en A W B son los que pertenecen
al intervalo (-1; 6]. Luego:

AUB = (-1; 6] = {xe%/ -1 < x <6}

Para hallar la interseccién, debemos determinar los elementos comunes a amos conjuntos.
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Los indicamos con el sombreado en verde. Vemos que los que estan simultaneamente en
ambos conjuntos son los que pertenecen al intervalo [3; 5). Luego

ANB = [3;5).= {xe%/3 <x < 5}

Ejemplo 2
Determinar A—Bsi A=RyB =[-2;4)

Recordemos que la diferencia A — B esta formada por los elementos que pertenecen a A 'y
que no pertenecen a B.

En el ejemplo A — B es el conjunto de los nimeros que pertenecen a los reales y que no
pertenecen al intervalo [-2; 4)

Representamos en la misma recta ambos conjuntos.

En este caso el punto 2 se encuentra vacio ya que no esta incluido en el conjunto y el punto 4
si estd marcado porque pertenece al conjunto.
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Observamos qué x = 2 pertenece tanto a R como al intervalo [- 2; 4). Entonces X = 2 no
pertenece a la diferencia de los conjuntos.

Tampoco pertenecen a la diferencia todos los puntos pintados con azul.

A—B={xeR/(—0;2) A [4; +0)}

Ecuaciones, inecuaciones
Ecuaciones

En matematica es habitual trabajar con relaciones numéricas en las que una o mas cantidades
son desconocidas. Estas cantidades se denominan incognitas o variables y se representan por
letras.

Aquellas expresiones en las que intervienen nimeros y letras, vinculadas mediante
operaciones aritméticas se denominan expresiones algebraicas.

Ejemplo
2x -3

2_2m

m
x+y2 =5

Cuando una igualdad algebraica es cierta para algunos valores en su dominio de definicion se
dice que es una ecuacion.

Una ecuacion es una igualdad que contiene uno o més nimeros desconocidos llamados
incégnitas.

En este apartado trataremos ecuaciones con una sola incognita. Habitualmente a la incognita
la denominamos “x”

Ejemplos
3x + 2 =4x-1
x?-3x-10 =0
|x - 3] =2

Cada valor de la variable que al sustituirlo en la ecuacién, hace que la misma se transforme
en una igualdad numérica se denomina solucién de la ecuacién dada. Decimos que tal valor
satisface o verifica la ecuacion.
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Por ejemplo, 3 es solucion de 3x + 2 = 4x — 1 ya que al sustituir por 2 en la ecuacion
obtenemos:

3.3 +2=43-1
9+2=12-1
11 = 11

que es una igualdad numérica.
(-2)2-3.(-2)-10=44+6-10 =0
52-3.5-10 = 25-15-10 = 0

En cambio, x> = - 2 no tiene una solucién numérica.

Entonces, una ecuacion puede: 1. tener una solucién,
2. no tener solucion,

3. tener varias soluciones.

Para poder hallar la solucion o soluciones, intentamos aislar la incognita (“despejar’”’) en uno
de los miembros. En estos casos utilizamos propiedades de la suma, resta, multiplicacion,
division, potenciacion y radicacion de nimeros reales.

Ecuaciones de laforma— a.x = b

e Xxes laincognita,
e aybsonnumerosrealesy a =0
e ase llama coeficiente y — b término independiente.

Se denominan de primer grado (o ecuaciones lineales) porque la incognita sélo aparece
elevada a la potencia 1.

Ejemplo 1

Resolver la ecuacion —2x + 5 = =3

—2x + 5-5 = —-3-5 Sumando miembro a miembro -5

—2x = —8 Realizando operaciones

x = (-8): (-2) Dividiendo miembro a miembro por —2
x =4 Realizando operaciones.

Como vemos que se cumple la igualdad, podemos afirmar que x = 4 es solucién de la
ecuacién dada. Escribimos el conjunto solucién de esta manera: S = {4}



Alejandria — Academia Digital
Curso: Matemdtica 51 FCE UBA
Profesores: Giselle Kardjian — Mariano Navarro

Ejemplo 2.
Resolver3(x-1) = —x + 1

3(x-1) = —x+1

3x-3=—x+1 Distribuimos miembro a miembro.
3x-3+3=—-x+1+3 Sumamos miembro a miembro 3.

3x = —x + 4 Resolvemos operaciones.

3x +x = —x+4+x Sumamos x miembro a miembro.

4x = 4 Resolvemos operaciones.

x =4:4 Dividimos miembro a miembro por 4.

x =1

Para asegurarnos que x = 1 es solucion de la ecuacion 3(x - 1) = —x + 1 reemplazamos:

31-1)=-141-30=0-0=0

Podemos afirmar que la solucién es x = 1 pues al reemplazar en la ecuacion dada se verifica
la igualdad:

Escribimos el conjunto solucion de esta manera:
s = {13
Ejemplo 3

. . 1
Hallar el conjunto de soluciones de > + S0 - H=x-1

1 , . ..
g +3 (x — ’Z—C) =x—1 Se resuelve el paréntesis y se lo elimina.
X X X , -
Sts—=x— 1 Se reduce a comun denominador.

3x+ 2x —x
6

Resolviendo la suma.

%x. 6=(x—-1).6 Multiplicando miembro a miembro a 6.
4x =6x—6 Resolvieron las operaciones.

4x - 6x = 6x- 6- 6X Sumando miembro a miembro 6x.

—2x = —6 Resolviendo las operaciones.

2x: =2 = —6: =2 Dividiendo por —2.

x = 3
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Debemos asegurarnos que X = 3 es solucion. Reemplazamos en la ecuacion dada.

Ejemplo 4.

3 1 3
S+3B-3)=3-1
3 1
Stl-5=2
1+1=2

Luego es: S = {3}

Resolver las siguientes ecuaciones:

a)dx-1 =
b)3x-2 =
a)

—2(1-2x)
2x — 1) + x
4x -1 = —2(1-2x)
4x-1 = =2 + 4x Distribuyendo.
4x-1-4x = =2 + 4x- 4x Sumando el opuesto de 4x.
-1 =-2 Resolviendo las operaciones.

Al resolver las operaciones se llega a un absurdo. Asi se concluye que la ecuacién planteada
no tiene solucién.

Se dice que el conjunto solucion es vacio y se escribe § = .

b)

3x-2=2(x—-1) +x

3x-2 =2x =2 + x Distribuyendo.
3x -2 = 3x —2 Asociando y resolviendo.
3x-3x = -2+ 2 Agrupando los términos en x en un

miembro y los numeros en el otro.

0=0

En este caso, al resolver las operaciones se llega a una igualdad.

Esto significa que la ecuacidn planteada se verifica para cualquier nimero real. Esto es, tiene
infinitas soluciones.
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Por ejemplo x = 1 satisface la ecuacion, pues al reemplazar en la ecuacién dada es:
31-2=2(1-1)+1->1=0+4+1=1
Y también x = 0 satisface la ecuacion, pues
30-2=20-1)+0->-2=2.(-1) = -2
El conjunto solucion es el de los nimeros reales.

Lo expresamos: § = %

Inecuaciones

P13

Expresiones como: “peso maximo 225 kg”, “velocidad minima 40 km/h”, “lo esperé mas de
15 minutos” son habituales en la vida cotidiana.

Para traducir al lenguaje matematico cualquiera de estas relaciones se hace uso de
desigualdades:

e peso (p) méximo 225 kg —» p <225
e velocidad (v) minima 40 km/h - v >40
e esperé (e) mas de 15 minutos » e > 15

Las relaciones algebraicas que se expresan mediante desigualdades reciben el nombre de
inecuaciones.

En la inecuacion p <225, cualquier nimero que cumpla con las condiciones de la inecuacion
seré solucion de la misma.

e p =200 es solucidn de p <225 pues 200 <225.
e p = 225 también es solucion de p <225 pues 225 = 225.
e También son soluciones p = 100: p =55,5p =0.

e Pero no lo es p = 300 pues no cumple la relacion de menor o igual y tampoco lo es p = -15
pues no tiene sentido un peso negativo (debe ser p >0).

e En este ejemplo, los numeros reales que verifican la desigualdad deben ser mayores o
iguales que cero (pues el peso no puede tomar valores negativos) y menores o iguales que
225, que es la condicién inicial de la relacion.
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Gréaficamente, el conjunto solucién es el segmento con extremos en 0 y 225. Todos los puntos
del segmento satisfacen la desigualdad.

& Il 1
T T LI T
0 100 295 300

Los circulos rellenos en los extremos del segmento indican que 0 y 225 son solucion de la
ecuacion, esto es pertenecen a su conjunto solucion. Se puede expresar el conjunto de
soluciones Scomo § = {xe%/ 0 <x <225}.

Resolucion de inecuaciones

Las siguientes operaciones no cambian el sentido de la desigualdad:
e Sumar o restar un numero a ambos miembros de la desigualdad.

e Multiplicar (o dividir) por un nimero mayor que cero.

Pero cambia el sentido de la desigualdad:

e Multiplicar (o dividir) por un nimero menor que cero.

3> 1pero3(—2) < 1(=2)yaque-6 < =2

Ejemplo

Resolver3.(1 —x) <—2-«x
31-3x<—-2-x Distribuyendo
3-3x<—-2-—x Sumando x a ambos miembros

3-3x +x<—-2—x +x

-3+ 3-2x<-2 -3 Restando 3 a ambos miembros
-2x <=5

(=1/2) (—2x) >(—1/2)(=5) Multplicando ambos miembros por — 1/2 <0
x2>5/2

Son solucién de la inecuacion todos los nimeros reales mayores o iguales que 5/2:
S = {xe%/ x >5/2}

Graficamente:
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Ecuaciones no lineales

Hasta ahora estuvimos viendo ecuaciones en las que la incognita estaban elevadas a la
potencia de 1. Es decir, de grado 1. Sin embargo nos va a interesar trabajar, tambien, con
ecuaciones de grado 2. O sea, las incognitas elevadas a la potencia de 2. Estas toman el
nombre de ecuaciones cuadraticas.

Por ejemplo: x? = 4

Se conoce como ecuacion cuadratica o ecuacion de segundo grado con una incognita a
toda ecuacion de la forma ax2 + bx + ¢ = 0 (a#0, y a, b y ¢ nimeros reales).

Los nimeros a, b y ¢ son los coeficientes de la ecuacion.
Ejemplo
3x2 + 2x-5 = 0,dondea = 3; b = 2yc = —5.
Otros ejemplos
1) 8x% = 32
)—x2+x=0
3)4x?— 16 = 0
4)Bx-2)(2x+3) =0
5) (2x - 3)% = 16

Ejemplo
x-2)(x+3)=0

Podemos observar que la expresién en el primer miembro es un producto entre nimeros
reales. Para que este producto sea igual a cero es suficiente que lo sea uno de factores.

Enestecasox-2 = 06x + 3 = 0.

Entonces, S = {2; -3} el conjunto solucion de la ecuacion.

Las soluciones de una ecuacién de segundo grado se llaman raices de la ecuacion cuadratica.
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Ejemplo

—x2+x=0

Sacando factor comtn “x” se tiene: —x2 + x = x(—x + 1) = 0

Esta se puede resolver igual que la anterior.

S={0; 1}

Ejemplo

4x> — 16 = 0

La expresion en el primer miembro es una diferencia de cuadrados. Podemos escribir:
4% — 16 = (2x + 4) (2x-4) = 0

Y nuevamente las raices se encuentran al tener en cuenta que para que un producto entre dos
factores sea cero es suficiente que lo sea uno de ellos. Asi las soluciones son:

X =—20x = 2

También se puede resolver esta ecuacion de la siguiente manera:

4x2 — 16 = 0
x2-4 =0 Dividiendo por 4 ambos miembros
x? =4 Sumando miembro a miembro 4
Vaz =1
x| = 2 Si a es un nimero real
cualquiera¥a = | a |
X =20x = —2.
S={-2;2}
Ejemplo

x> +6x+9 =14

El primer término de la igualdad es el desarrollo de (x + 3)2

(x+3)2 =(x+3).(x +3) Escribiendo el cuadrado como producto.
=x.(x +3)+ 3(x + 3) Distribuyendo.

=x2+3x+3x +9 Distribuyendo nuevamente.

=x%2 +6x +9 Asociando y sumando los términos

semejantes.
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De este modo podemos reemplazar a x> + 6x + 9 por laexpresion (x + 3)? en la ecuacion
dada y escribir:

x> +6x+9 =4

(x +3)% = 4
Vx +3)2=14
lx +3| = 2

x+3=20x+3=-2

dedondex =—-16x=5

Si se reemplazan estos valores en la ecuacién dada, se ve que son solucion.
Parax = —les(-1)2 +(-1)6 +9 =1-6 +9 = 4

Parax = —5es(=5)2 + (-5)6 + 9 = 25-30 + 9 = 4
S={5;-1}

Esto se basa en la propiedad binomio de cuadrado perfecto.

(m+n)? = m? + 2mn+ n?

(m — n)?2 = m? — 2mn + n?

Otras ecuaciones de segundo grado no pueden reducirse a ninguno de los casos anteriores.
Ejemplo
2x2-12x + 10 = 0

Para resolverlas utilizamos la formula

—b +Vb?% — 4ac
X122 =
’ 2a

donde a es el coeficiente de x?; b es el coeficiente del término lineal x y ¢ es el término
independiente y x4 , son las posibles soluciones de la ecuacion dada.
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Ejemplo

Resolver la ecuacion 2x%2-12x + 10 = 0

Teniendoencuentaquea = 2;b = —12yc = 10 reemplazamos en la formula anterior:
_—(-12)+/(-12)2—4.2.10 12+V144—-80 12+vV64 12+8
M2 = 2.2 - 4 -T2 4
12+ 8 12 -8
Xy = ) = S;xl = 2 =1
S ={1; 5}
Ejemplo

Resolvervx3 — 2 =5

Como la raiz cuadrada est& definida s6lo cuando el radicando es mayor o igual que cero, lo
primero que vemos es cual es el dominio de definicion de esta ecuacion.

Buscamos para qué nimeros reales es x> — 2 >0 y encontramos que debe ser x >3/2 . Esto
quiere decir que si encontramos algun resultado que no cumpla esta condicidon, el mismo no es
solucion de la ecuacion dada.

Entonces,

x3—-—2+2=25+2

x3 = 27
Vx3 = 327
x = 3

Como x = 3 cumple la condicion, entonces la solucion de la ecuaciones § = {3}
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Ecuaciones con expresiones racionales

Las ecuaciones racionales son aquellas expresadas como fracciones u operaciones entre
fracciones en las que la incdgnita esté en el denominador.

Para resolverlas las transformamos en una expresién mas sencilla, que serd mas fécil de
resolver.

Ejemplo

X 4 _ -2
x+2 x+1 x+42

Al haber incognitas en el denominador, hay que definir el dominio de la ecuacion.
Vemosquex + 1 = 0six = —=1,x + 2 = 0ysix = —2.

Entonces, el dominio de la ecuacion son todos los R (nUmeros reales) sin tener en cuenta el -1
ni el -2.

X 4 -2 —0
x+2 x+1 x+2

Buscamos comun denominador/divisor para poder operar:

x(x+1)—4(x+2)+2(x+2)_0
(x+1Dx+2) B

x2+x+4x—8+2x+2_
(x +1)(x + 2) B

x2—x—6

x+D(x+2)

0

x2—x—-6=0 Multiplicamos ambos miembros por
(x+2)(x+1) (esto podemos hacerlo porque
estamos trabajando para X = -2 y X #-1)

i . —b+VbZ—4ac
Utilizando la formula resolvente —T‘w

—(-D+/(1)?2-41.(-6) 1%5
2

xl‘z = > — = X1 = 3;x2 =-2
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Llegados aqui, podemos tentarnos y decir que estas son las soluciones de la ecuacion dada.
Pero si lo hacemos cometeriamos un error ya que x = —2 no pertenece al dominio de
definicion de la funcion.

Entonces la Unica solucion es x = 3.

S = (3}

Inecuaciones

Al igual que con las ecuaciones, ampliamos ahora nuestro estudio a ecuaciones no lineales con
una incognita.

En su resolucién, usamos propiedades de los nimeros reales, incorporamos el uso de los
intervalos y de valor absoluto.

Ejemplo
(x-Dx+3) >0
En el primer miembro de la desigualdad tenemos un producto de nameros reales.

Para que el producto sea mayor que cero deben ser ambos factores positivos 0 ambos negativos.
Planteamos:

x-1>0Ax+3 >0 \Y x-1<0Aax+3<0
x> 1ax > =3 \% x < lax < -3
Los nimeros que buscamos tienen Los ntimeros que buscamos tienen
que cumplir al mismo tiempo ser que cumplir al mismo tiempo ser
mayores que -3 y mayores que 1. menores que -3 y menores que 1.
Estoocurresiesx > 1 Esto ocurre sies x < —3
S1=(1; +)

Hallamos el conjunto solucion como unién de intervalos

S = (1; +0) U(—a =3)
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Ejemplo

4x? < 25

4x%2 —25 < 0

Como 4x2 - 25 = (2x + 5) (2x - 5), reemplazamos
2x +5)(2x-5)< 0

Para que el producto sea menor que cero debe ser uno de los factores mayor que cero y el
otro menor que cero. Planteamos:

2x +5>0n2x-5<0 \Y% 2x +5<0A2x-5>0
2x > -5A12x< 5 \Y% 2x < -5 2x>5
x>_75/\x<§ \Y x<_75/\x>§

Hallamos el conjunto solucion como union de intervalos

-5 5

S—(_S-S)
“\2'’2

Ejemplo

Sead = {xe/x(x*- 1) >0}

x>0Ax%-120 v x<0Ax?-1<0
Resolviendo
x>0Ax%2>1 v x<0Ax%<1

x>0 AVx2 >V1 v x <0 Vx2 <1
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Teniendo en cuenta que Vx? = |x|, escribimos

x20n|x| 21 \Y% x<0An |x] =1

En ambos miembros tenemos una expresién con médulo. Usando propiedades es:

1l |x|2lex21lves—1
2. |x|s1le —-1<x<1

Reemplazamos

x20A(x=21v x<—-1) \Y% x<0A (-15x<1)

Gréficamente

bosir 4

3241012 3 324001 23

Los puntos de la recta doblemente rayados son, en cada caso, la solucion Escribimos:
S = [1; +) Sz =[-1; 0]

S = [1; +0) U [-1;0]
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Valor Absoluto

Si a es un numero real el valor absoluto o modulo de a se denota |a| y se define:

|a|_{ a, a=0
" —q, a<o0

Si a es un numero real; |a] >0(el modulo de un nimero real es siempre mayor ¢ igual a cero)
Ejemplo

1. |2| =2 (porque 2 >0)
2. |-2| =-(-2) = 2 (porque —2 < 0)
3. 0| =0 (porque 0 > 0)

Si representamos los nimeros reales mediante puntos en I-31=3 |3|=3
. A ——
una recta, el valor absoluto de a se interpreta como la ——— RSy amme e

distancia que hay entre a y el origen 0.
Por ejemplo:

|a] = 3 se interpreta como los nimeros cuya distancia al origen es igual a 3.
Propiedades

1. El valor absoluto del producto es el producto de los valores absolutos de los factores:
la b| = |a].|b]

2. .. Un ndmero y su opuesto tienen el mismo valor absoluto:

jal = |-l
3. .]la] = 0siysoélosia = 0

4. |la + b| <|a| + |b|

5. Sib > 0:|a| <bsiysoélosi —b <a <b,

6. Sib > 0:|a|=>bsiysolosia>bo6a<—0b



Alejandria — Academia Digital

Curso: Matemdtica 51 FCE UBA

Profesores: Giselle Kardjian — Mariano Navarro
Ejemplo
Hallar los numeros reales que verifican |x| <2.

Los numeros que buscamos estan a distancia menor o igual que 2 con respecto al cero, ya que
[X] mide la distancia de x al cero. Representado en la recta numérica obtenemos:

i
[y Pp—

Los nimeros buscados cumplen la condicion -2 <x <2.

Los nimeros reales que pertenecen al intervalo [-2; 2] verifican |x| <2.
S =[-2;2]

Ejemplo

- . 3
Hallar los numeros reales que verifican |x| > >

, ) . . 3
Los numeros que buscamos estan a distancia mayor que > con respecto al cero.

, 3, 3
Luego los nimeros reales x cumplen: x < -5 0x>>

Entonces:

>3 i losi x < 36 >3
[x| 5 siy solosi x 2ox >

, . 3 3 3
los numeros reales que verifican |x| > > Pertenecen a (—o00; — 5) V) (5; +00)

3 3
S = (—0; _E) U (Ei +00)
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Distancia entre dos nimeros reales

Dados dos numeros reales cualesquiera a y b, la distancia entre a 'y b, que escribimos
d(a; b) es el numero real |a - b|.

Si ay b nimero reales, entonces d(a; b) = |a —b|

Ejemplo

¢Para qué valores de x se cumple que |x - 2| = 3?

La expresion |x - 2| = 3 significa “los nimeros cuya distancia a 2 es igual a 3”
Interpretemos sobre la recta real esta condicion

Al desplazarnos 3 unidades hacia la derecha de 2 encontramos que X = 5 esta a distancia 3 de
2.

Y si nos desplazamos 3 unidades hacia la izquierda de 2, encontramos que x = -1 estd a
distancia 3 de 2.

Luego podemos conjeturar que X = -1y x =5 son los nimeros que estan a distancia 3 de 2.
Probémoslo:
Queremos hallar los numeros reales que verifican |[x — 2| = 3.

La expresion x — 2 puede ser mayor que cero 0 menor que cero. Esto depende de que X sea
mayor o menor que 2. Entonces, puede ocurrir:

x—2>06x—-2<0
Oloqueeslomismox > 26x < 2.
1. Six>2es|x—2|=x-2 (por definicién de valor absoluto)
Asi resulta:

|[x —2]| = 3=x-2 = 3dedondex =5



Alejandria — Academia Digital
Curso: Matemdtica 51 FCE UBA
Profesores: Giselle Kardjian — Mariano Navarro

2. Six < 2es|x—2| = —(x-2) (por definicion de valor absoluto)
|x =2 = —x + 2
|x—2] = 3= —x+ 2 = 3dedondex = —1

S = {-1; 5}

Ejemplo
Resolver |[x + 5| < 10 y representar el conjunto solucién

Usamos la propiedad: b > 0; |a| < b—b <a<b

-10 < x + 5 <10 Por la propiedad enunciada
-10-5<x <10-5 Restamos miembro a miembro 5
—-15 < x <5
x e(—15; 5)

S = (—15;5)

LN }\ LN \’g_
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Coordenadas cartesianas

Para localizar un punto en el plano necesitamos un sistema de referencia.

Tenemos sistema formado por dos rectas perpendiculares, a las que suponemos dadas en un

cierto orden a las que llamamos ejes coordenados.

La primera es horizontal y la segunda es vertical. Llamemos origen de coordenadas al punto

de interseccion de ambas. Lo simbolizamos con O.

Sobre cada uno de los ejes asignamos un numero real (tal como lo
hicimos al estudiar la recta real).

E
44+
3+
2+
14+

¥

Eje de
ordenadas

- =

1. Al eje vertical lo llamamos eje de ordenadas (y) +—+
2. Al eje horizontal lo Ilamamos eje de abscisas (x)

Este sistema de ejes se denomina sistema de ejes cartesianos o
sistema cartesiano.

L
12 3 4
Eje de
abscisas

Los ejes cartesianos dividen el plano en cuatro regiones llamadas cuadrantes que se

enumeran en sentido contrario al recorrido de las agujas del reloj.

F 9

Y
m|1
b
L4

m |

Para obtener la posicion de un punto en el plano, es suficiente con proyectarlo sobre los ejes.

La interseccion de estos segmentos con los ejes nos da las coordenadas del punto.

Asi al proyectar el punto P obtenemos los puntos correspondientes a los nimeros: 2 en el eje

de abscisas y 3 en el eje de ordenadas.

El punto P queda identificado por los puntos 2 y 3 (en ese orden),
mientras que el punto Q se identifica por los puntos 3 y 2 (en ese
orden).

L ¢

w =

——
o=

o
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Para indicar el par ordenado que da la posicion del punto P lo hacemos asi: (2; 3). Y
analogamente, el par que da la posicion de Q lo indicamos (3; 2).

Observamos que el orden en que se dan los nimeros es importante. A esto lo llamamos par
ordenado a estos pares de nimeros.

A la primera componente del par ordenado se la llama abscisa. A la segunda componente,
ordenada.

(a; b)

abscisa ordenada

De este modo a cada punto del plano, le hacemos corresponder un par ordenado de nimeros
reales.

9?2 = {0 y) /x €9y €9
Ejemplo

En el caso del punto M = (-3; 5), trazamos las recta perpendicular al eje de abscisas por — 3y
la perpendicular al eje de ordenadas por 5. La interseccidn de estas rectas nos da la posicion
del punto M.

-~ y + ¥
614 M E*
5 ? -
|
31+ -1
2.._
T X
T k4 ] | | | 1 ] |’
———t——1———1> 5 4-3-2-1,1 123
5 -4 -3 -2 [1q_ 1 2 3 -1
o4 'iﬁ_
34 -
F's
¥
4__
3“_
29S=(0;2)
T X
: 1 Ir | ‘ '
-3 -2 14 1 2 3 4
T=(2; 0)
24
34
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Ejemplo
Representar en el plano todos los puntos que tienen:
a) Ordenada igual a -2
b) Abscisa igual a 1

c) Abscisa y ordenada iguales.

a) Este primer item nos pide representar en el plano todos los puntos cuya ordenada es igual a
-2.

Algunos puntos que cumplen esta condicion son, por ejemplo, (5; -2), (3; -2), (0; -2), (-4; -2).

Si nos preguntan cuantos hay que cumplan esta condicién, diremos que hay infinitos. Son
todos los puntos cuyas coordenadas tienen la forma (a; -2). Siendo a un nimero real.

¥ =

Pero dijimos que hay infinitos puntos que cumplen la condicion de tener su ordenada igual
a — 2. Enrealidad, son todos los puntos que pertenecen a la recta horizontal:

y = -2
-~
Y

3ﬁ._

2_..

T X
| 1 Il 1 1 ] l Il Il Il [l L
1 1 I I I I | I I 1 1 g
5-4-3-2-1,1 1234 56

] 29 < @
3+ y=-2

IMPORTANTE: Una recta horizontal tiene por ecuacion la expresion y = a donde a es
un numero real.
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b) Ahora debemos dibujar todos los puntos cuya abscisa es igual a 1. Algunos puntos que
cumplen esta condicion son, por ejemplo, (1; -2), (1; 2), (1; 0), (1; 4).

Si nos preguntan cuantos hay que cumplan esta condicién, diremos que hay infinitos.
Son todos los puntos cuyas coordenadas tienen la forma:

(1;b)
siendo b un numero real.

Los puntos que nombramos quedan ubicados como en la figura.

F N

5__5"

i+ e(1:4)
3__

2+ e(1;2)
1_

(1;0) X
+—t r——>
1_1__ 1 2 3
21+ o(1:-2)

-3——

Pero, sélo dibujamos algunos. Podriamos dibujar infinitos puntos que cumplen esta
condicion.

Son todos los puntos pertenecen a la recta vertical.

IMPORTANTE: Una recta vertical tiene por ecuacion la expresién x = b donde b es un
namero real.
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c) Finalmente, representamos los puntos que tienen iguales su abscisa y su ordenada.
Ejemplos de ellos son: (-2; -2), (1; 1); (3; 3).

Igual que antes, existen infinitos puntos que cumplen con esta condicion, son todos los puntos
que pertenecen a la recta de ecuacion:

y = x

Esta recta es la bisectriz del primero y tercer cuadrante.

v){

—
L
1
-4 @

[ .
[ =

La recta de ecuacion y = x representa la bisectriz del primer y tercer cuadrante.
Ejemplo
Representar en el plano real el conjunto B = {(x; y) € 9% / |x| = 3}

Analizamos la forma de los elementos de B. De la definicion del conjunto surge que la
abscisa de cada par ordenado, debe cumplir la condicion:

lx] =3

Por definicién de modulo, quedaria:

L Al

=t
=)
(]
.
ra—-
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Ejemplo

Representar en el plano todos los puntos que tienen ordenada mayor que -2 y abscisa menor

UeZ
9 2

Representemos primero la region de los puntos que tienen su ordenada mayor que —2 (y >

—2). Esta es la recta de ecuacion y = —2.

Como sus puntos tienen la ordenada igual a -2, la dibujamos punteada.

[0 B |

® (1. 3)

=) L

+N

(%5 o

-
2
bercpa=t

E's

Mo

==

£

hed-

o

. . .y . 7
Hacemos lo mismo para la segunda condicion: la abscisa del punto debe ser menor que >y la

graficamos.

[NE o

+
<
4=
NI

Las dibujamos sobre el mismo plano para ver que puntos pertenecen simultdneamente a
ambas regiones (deben ser los que nos interesan) y obtenemos

- ¥

.
-
-
-t
r
re
He
re

LS TS B S R Y

a4
4¥
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Distancia entre dos puntos
Consideremos los puntos del plano:
A = (x;;91)yB = (x5 ¥2)
Queremos determinar la distancia entre A y B valiéndonos de sus coordenadas.

Si unimos estos puntos con un segmento, la distancia entre A y B es la medida de la longitud
del segmento AB

Ty
¥a 7 B
Iy
S
H
4

Si dibujamos rectas paralelas a los ejes que pasen por los puntos y llamamos P a su
interseccion, queda determinado el tridngulo rectangulo APB, cuya hipotenusa es el segmento

AB.

-
X

"

u\\.

w X

Ademéas P = (x3; y1)-
Llamemos:

1. |AB|alalongitud de la hipotenusa AB
2. |PBJa lalongitud del cateto PB
3. |AP| ala longitud del cateto AP

Por el teorema de Pitagoras, tenemos:

|AB|*> = |AP|*> + |PB|?
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Ahora bien,
|PB| = |y; — y2l (el valor absoluto de la diferencia entre las
ordenadas de P y B).
Y,
|AP| = |x; — x5 (el valor absoluto de la diferencia entre las
abscisas de Ay P).
F 9
Vg
—’,
) S IPB|= 21l
N
¢ | P
L [AP|=P<4 - X2 x’

Reemplazando en
|AB|*> = |AP|* + |PB|?
Nos queda:
|AB|> = |x; — x3|* + |y1 — ¥2l?
= (x; — %)% + (y1 — V)2 Recordar que |a|? = a?

Si extraemos la raiz cuadrada positiva y llamamos d(A; B) a la distancia entre A 'y B, es:

d(A; B) =~/ (t1 — x2)% + (71 — ¥,)?

Recordar que la distancia entre dos puntos del plano es siempre un niUmero mayor o
igual que cero.
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Ejemplo
Calcular la distancia entre A= (-3; 4) y B = (6; 4)

Usando

d(4;B) = \/(xl —x2)% + (y1 — y2)?

Nos queda

d(4;B) = /(=3 —6)2 + (4 —4)2

=/ (=9)? + (0)?

=v81=9
Porloqued(4; B) = 9
Coordenadas del punto medio de un segmento
Consideremos el segmento PQ siendo

P=(x; ¥y1)yQ=(x2 ¥2)

Y sea M = (x; y) el punto medio del segmento PQ.
Queremos determinar las coordenadas de M en funcion de las coordenadas de P y de Q.

F .

Q=(x2
M =(K‘:_yL-/’
_H.Ff‘

]

- =

Trazamos las rectas paralelas a los ejes que pasan por P y Q. Queda determinado el triangulo
rectangulo PRQ rectanguloen R y es

R = (x1;y2)
Ay
Q=(xz2; ya)
M =(x_:{g[/-f"!‘.
o
— JR= Cxiiv)
P=(xy;¥4)
}{L
14
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Por M, trazamos una recta paralela a QR. Esta recta interseca al lado PR en N.

-~y
Q=(x%1; ¥2)
._H_ﬂ-f"-ﬂ . .R=(-1:.-:)
):[::a;_,1’ H:(ﬂ; Vil

X

»
Luego es: |[PN| = |NR|
En consecuencia
X=X = Xp - X (Yaque N = (x;y)) y M = (x;5))

O en forma equivalente 2x = x; + x,

Resolviendo la ecuacién obtenemos:

Xt X
N 2

Por lo cual la abscisa del punto medio de un segmento es el promedio de las abscisas de sus
extremos.

Procediendo de manera similar, se encuentra que la ordenada del punto medio es el promedio
de las ordenadas de sus extremos.

=3’1+ Y2
2

Distancia de un punto a una recta

Llamamos distancia de un punto P a una recta L a la longitud del segmento perpendicular a
la recta trazado desde el punto.

d(P;L)

P
PM| = d{P; L)




Alejandria — Academia Digital
Curso: Matemdtica 51 FCE UBA
Profesores: Giselle Kardjian — Mariano Navarro
La distancia d(P; L) la hallamos calculando la distancia entre P y M, por lo que resulta que:
d(P;L) = d(P; M)
siendo M el punto de interseccion de la recta L y el segmento PM perpendicular a la recta.
Ejemplo
Calculamos la distancia del punto P = (—2; 4) alarecta de ecuacién L: 2x - 5 = y

Consideremos una recta perpendicular a la dada que pasa por P y sea M la interseccién de las
dos rectas.

Para poder hallar las coordenadas de M debemos halar la ecuacion de la recta perpendicular a
L. que pasa por Py M.

Tenemos:
P=(-24)yL:2x-5=1y

r

#o

La pendiente de L esm = 2 por lo que la pendiente de la recta perpendicular es

m, = —= Dos rectas L, y L, con pendientes

my y m, (m;=0) respectivamente
son perpendiculares si y solo si m;.

. 1
m, = —10bienm, = -3

La recta perpendicular a L tiene pendiente —%, pasapor P = (—2; 4) ytiene la forma

y——§x+

Para hallar b reemplazamos las coordenadas de P en la ecuacién:

1
4= —5.(-D) + b
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Dedondeesh = 4 —1 = 3

Entonces la recta perpendicular a L es:

= 1+3
y=-35%

Hallamos la interseccion entre ambas rectas. A este punto lo [lamamos M Debemos resolver el
sistema de ecuaciones:

y=2x-—5
- ox+3
y= 2x
Igualamos las dos ecuaciones
2 5= ! + 3
X = zx
2x + %x =345 Sumando miembro a miembro —%x
y5
> = 8
2%~
X = 8:2 Dividiendo por ; ambos miembros
16
*=

. 16
Entonces, la abscisa de M es x = -

Buscamos su ordenada reemplazando en larectay = 2x - 5 por x = 1?6
5 16 c 7
=2.—-5=y==

Y= %% Y75
Entonces, la ordenada de M es y = %

Por loque M = (15—6%)

Finalmente, calculamos la distanciaentre P = (=2; )y M = (1?62)
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Para eso usamos la formula de distancia:

d(P; M) = \/(xl —x2)% + (y1 — y2)?

Por lo que es d(P; M) = %—50 bien, la distancia entre P = (—2; 4) y la recta

L:2x-5 = yesl3;/—5.




